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RÉSUMÉ. On démontre dans le contexte d'un groupoïde de Lie G un analogue de la 
formule de Baker-Campbell-Hausdorff. Comme application on calcule les fonctions de 
structure de l'algébroïde de Lie associé à G. 
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1. INTRODUCTION 

Cet article est consacré a 1' étude locale d'un groupoïde de Lie G dans des cartes con- 



venablement choisies. En particulier on obtient dans le théorème |2.4j le développement de 
la multiplication ce qui constitue un analogue de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff 
du cas des groupes de Lie (cf. fKj] par exemple). Ce résultat a été présenté brièvement 



dans |Ral[| , | LR | ou il est utilisé pour démontrer que le groupoïde tangent G associé à un 



groupoï]de de Lie G est lui aussi un groupoïde de Lie. Il intervient aussi de manière essen- 
tielle dans le calcul du commutateur dans l'algèbre de convolution du groupoïde tangent 
G, ce qui permet de quantifier la structure de Poisson canonique du dual de l'algébroïde 
de Lie associé à G. 

L'article est structuré comme il suit. Après avoir fixés la terminologie et les notations, 
on rappelle pour le bénéfice du lecteur les différentes constructions de l'algébroïde de Lie 
G associé à un groupoïde de Lie G. Dans la suite on explicite la structure locale de G 
dans une carte et on montre comment on associe à une carte de G choisie convenablement, 
une carte de son algébroïde de Lie G- On écrit la multiplication et l'inversion de G dans 
ces cartes et on les développe en séries de Taylor pour obtenir l'analogue de la formule 
de Baker-Campbell-Hausdorff. Enfin, comme application, on calcule les fonctions de 
structure de G- 

Rappelons brièvement les principaux faits sur les groupoïdes de Lie et les algébroïdes 
de Lie associés. Pour une présentation détaillée de la théorie des groupoïdes de Lie on 
pourra se reporter aux ouvrages de A. Weinstein, P. Dazord et A. Coste [CDW], où 



K. Mackenzie [M]. Les notations et les définitions de la théorie des groupoïdes seront 
celles données dans | jRe| | par J. Renault. Par définition un groupoïde est un ensemble G 
muni d'un produit G x G D G^ 3 (51, 52) 1 — > 5i52 G G défini sur un sous-ensemble G^ 
de G x G, et une application inverse G B g 1 — ► g^ 1 G G vérifiant: 

1. (g- 1 )- 1 = 9 

2. Si (51,52), (92,93) G G (2) alors (5152,53), {91,9293) G G (2) et (5152)53 =51(5253) 

3. (g-\g) G G^ . Si (51,52) G G^ alors 5^ (5152) = 92 



4. (g, g' 1 ) G G^ . Si (52,51) 6 G^ alors (5251 fà 1 
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G^ s'appelle l'ensemble des paires composables et pour g G G on appelle s (g) = g~ 1 g 
le domaine de g et r(g) = gg^ 1 l'image de g. La composition gig2 est bien définie si et 
seulement si r(g2) = s(gi). L'ensemble s (G) = r(G), noté G^°\ sera identifié à une partie 
de G et appelé espace des unités. Pour x G G^°\ on notera G x = r~ 1 (x), G x = s~ 1 (x). 

Un groupoïde de Lie est un groupoïde G qui a une structure de variété différentiable 
compatible avec la structure algébrique : 

1. G^ est une sous- variété de G 

2. r,s : G — > G^ sont des submersions 

3. la multiplication : G^ — > G est différentiable 

Comme conséquences de la définition il faut noter que l'application i : G — > G, 
= 7 _1 es ^ un difféomorphisme (voir [M], p. 85), et aussi le fait qu'en notant m = 
dimG et n = dimG^ ), pour tout x G G^>, G x et G x sont des sous- variétés de G de 
dimension m — n. 

On rappelle maintenant les différentes constructions de l'algébroïde de Lie associé à un 
groupoïde de Lie G de base G*- -*. Les algébroïdes de Lie ont été introduits par J. Pradines 
|P1| , et généralisent la notion d'algèbre de Lie dans le cadre de la théorie des groupoïdes 
de Lie. 

Pour fixer les notations, pour toute application différentiable / entre les variétés M et 
N, Tf désigne l'application tangente et T x f l'application tangente en x entre les espaces 
tangents T X M et Tft x \N. Aussi pour E fibré vectoriel de classe C°° sur la variété M on 
notera par C°°(M, E) l'ensemble des sections de classe C°° de E sur M. 

Par définition un algébroïde de Lie sur une variété M est un triplet constitué d'un 
fibré vectoriel E de base M et classe C°°, une structure de R-algèbre de Lie sur l'espace 
des sections C°°(M,E), dont on note [•, •] le crochet et un morphisme p : E — > TM de 
fibrés vectoriels C°°, appelé ancre tels que: 

(i) L'application induite entre les espaces des sections ~p : C°°(M,E) — > C co (M,TM), 
7>(0( x ) = P(.£,( x ))i £ e C°°(M, E), x G M, est un morphisme d'algèbres de Lie : 

(h) Pour toute fonction / G C°°(M) et pour tout couple de sections C°° de E , 

[ç,M = f[ç,v] + p(0(J)v 

On fixe {ei, e2, e p } un repère local sur U C M pour E et (çi, q n , Ai, A p ) coor- 
données locales de avec les qi coordonnées locales pour la base M et les \j coordonnées 
dans les fibres associées au repère {ei,e2, ...,e p }. Alors, localement, le fait que E est un 
algébroïde de Lie implique l'existence des fonctions de structure Cijk,aij G C°°(U) telles 

que [ei,ej] =} y c ijk e k et pfa) =} j a ijg—- 
k j qj 

Remarquons tout d'abord que pour tout g G G, R g : G r r g \ — > G s r g \, R g (h) = hg et 

L g : G s ^ — > G r ( g \ L g (h) = gh sont des difféomorphismes et que pour tout g e G on a 
T g G r ( 9 > = KerT g r et T g G s ( g \ = KerT g s. Cela permet de définir les champs invariants à 
gauche sur G par L(G) = {Ç G C°°(G, TG) \ i G KerTr, TL g o Ç = ( o L 9 } et les champs 
invariants à droite par = G C°°(G,TG) \ Ç G KerTs,TR g o Ç = Ç o Il est 

facile a voir que et R(G) sont des algèbres de Lie. 

Le fait que 

G (0) 

est une sous- variété de G permet de considérer T X G^ sous-espace de 
T X G, pour tout x G G^°\ On note C, 1Z, respectivement J\f, les fibrés vectoriels sur G^ 
dont les fibres au dessus de u G G^ sont C u = KerT u r, 1Z U = KerT u s, respectivement 
M U = T U G/T U G^. 

LEMME 1.1. On a les isomorphismes des espaces vectoriels L{G) ~ C°°(G^ \C) et 
R{G) ~ C°°{G^\n). 



2 



Preuve. L'application $ : L(G) -> G°°(G(°),£), = Ç| g(0) est bien définie. Mon- 
trons que $ est injective. Soit Ç| g(0) = ^l^o) • Alors pour g G G on a = = 
T u L g £{u) = T u L g r](u) = rj(gu) = rj(g), où u = s (g). 

Montrons que $ est surjective. Soit rj G G°°(G( ),£). On définit £ : G — ► TG, 
= T u Lg7](u), pour u = On voit que L u = IcLq^, d'où Ç(u) = r/(u) pour it G G^, 
donc r/ = £ | G (o) . Il reste à montrer que £ G L(G). On a T g /L g ^(g') = T g >L g [T u L g >Ç(u)] = 
T u L gg t£(u) = C(gg'), où u = s(g'). On a utilisé le fait que T g /L g o T u L g > = T u (L g o L ff /) = 
T u L gg i. Comme $ est évidemment linéaire on a démontré le premier isomorphisme. La 
démonstration du second isomorphisme est analogue. | 

Les fibrés £, avec le crochet donné par [£,77] = 3> -1 (77)] ) et l'ancre p : 

/9 U — respectivement 7?., avec le crochet défini de manière analogue à 
C et l'ancre /j : — Tu?", sont deux algebroïdes de Lie antiisomorphes par 

l'application tangente Ti de l'inversion i de G. 

L'application I x — T x r : T X G — > KerT x r, X 1— > X — T x rX, est bien définie et surjective. 
bon noyau est T X G^ et par factorisation on obtient l' isomorphisme d'espaces vectoriels 
M x — KerT x r. De la même manière, en considérant I x — T x s : T X G — > KerT x s, X 1— > 
X — T x sX on démontre l'isomorphisme A/" x — KerT x s. 

Ces deux isomorphismes définissent sur TV deux structures d'algébroïde de Lie an- 
tiisomorphes. Le crochet de Lie sur G°° (G^ ) , AT) est défini en utilisant l'isomorphisme 
L(G) 3 Ç h-> [f G(0) ] G G 00 (G(°),yV) ! où [X] est l'image de X G T^G dans T X G/T X G<®. 

L'ancre sur M est p : yv -> tg(°), ^ = r 2 r — T x s. 

Dans la suite on appellera algébroïde de Lie du groupoïde de Lie G le fibré C avec 
la structure d'algébroïde définie précédemment et pour mettre en évidence qu'il est 
l'algébroïde associé au groupoïde G il sera noté G- 



2. La structure locale d'un groupoïde de Lie 



2.1. Les cartes. Soit G un groupoïde de Lie et G son algébroïde de Lie. On va 
expliciter dans cette section la structure de G dans une carte convenablement choisie au 
voisinage d'un point xq G G(°) C G. Des cartes de ce genre ont été utilisées aussi dans 



NWX 



Comme r est une submersion au point xq appartenant à la sous-variété G^ de G, il 
existe U voisinage ouvert de dans R n , V voisinage ouvert de dans R m et les cartes 
:U xV ->G, cp:U-> G< > vérifiant: 



(1) 



1. ^(0,0) =x 

2. r(ip(u, v)) = (p(u) 

3. ij)(JJ x {0}) = i){U x V) H G<® 



La deuxième condition revient au diagramme commutatif : 



G D ip(U x V) 
U x V 



<p(U) C G(°) 

<p 

u 
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Des deux dernières conditions on déduit f(u) = ip(u,0), et en conséquence on pourra 
exprimer la structure de G en utilisant seulement la carte tp. Toutefois pour la simplicité 
des notations on gardera <p = î/j(-,Q). 

A la carte ip de G s'associe canoniquement une carte de Palgébroïde de Lie G- Plus 
précisément on a : 

dib 

LEMME 2.1. L'application 6 :UxR m ^ Ç, 9(u,v) = (ip(u),-^-(u,0)v) est une carte 

de G au voisinage de la fibre G Xo et la famille {e%,e2, ..,e m } définie par ei(ip(u)) = 6(u,fi), 
i = l,m, où {fi, f2, fm} est la base canonique de M. m , est un repère mobile de G sur 
tp(U). 

Preuve. Pour tout u G U on a 

GW(«)f|V(^ x V) = {7 G ip(U x V)(r(7) = (f(u)} = ip{{u} x V) 
L'application ip(u, •) :V —* G^"** est alors une carte de la sous-variété qui associe 

dv 

T ( „ )0) ({M}xy) = {u}xR m ^ T v{u) G^ u \ L'image de est le voisinage 6(UxR m ) = G^u) 
de la fibre G xo ■ | 



G y à On peut identifier {u} x M m avec T^^G^W par l'isomorphisme (u, 0) : 



Remarque. Dans un groupe de Lie il existe un voisinage de l'unité difféomorphe avec 
un voisinage de l'élément nul de l'algèbre de Lie associé. Le lemme précédent permet de 
donner la généralisation suivante pour les groupoïdes de Lie : 

Pour tout x G G (0) il existe un voisinage de xq dans G qui est difféomorphe avec un 
voisinage de (xq, 0) dans G- 

a 

G^0{U x V) iP{U x V) C G 




U x V 

En effet avec les notations précédentes, a = o 8 1 est un difféomorphisme entre le 
voisinage 6(U x V) de (xo,0) G G et le voisinage ip(U x V) de xq dans G. On remarque 
de plus que pour tout x G <p(U), a(G x ) G G x . 

Ce résultat n'est qu'un cas particulier de la proposition suivante qui est basée sur 
l'existence d'une application exponentielle pour tout groupoïde de Lie. Cette application 
exponentielle introduite par Pradines dans JP2| | généralise à la fois l'exponentielle d'un 
groupe de Lie et l'exponentielle d'une variété munie d'une connexion. 

PROPOSITION 2.2. Soit G un groupoïde de Lie et G son algébroïde de Lie. Il 
existe alors un voisinage V de G® vu comme la section nulle {(x, 0)\x G G^} dans G, 
un voisinage W de G^ dans G et un difféomorphisme a : V — > W tel que a(G x f] V) = 
G x f]W et a' x (0) est l'identité de Gx, où a x est la restriction de a sur Gxf]V- 

L'idée de la démonstration est la suivante. Soit V une connexion sur l'algébroïde de Lie G- 
On associe à V une connexion invariante à gauche sur G, dont la restriction à G x est une 
connexion linéaire V x . On peut alors définir fibre par fibre une application exponentielle, 
et prendre comme a cette exponentielle. Pour les détails voir |L| ou [NWX]. 



2.2. La multiplication et l'inversion. Pour exprimer le produit et l'inversion de 
G dans la carte ip on a besoin de la forme de l'application source s dans cette carte, forme 
qui est explicitée dans le lemme suivant. 
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LEMME 2.3. Il existe une submersion a : U x V — > U telle que s(ip(u,v)) = 
(p(a(u,v)). De plus a(u,0) = u. 

Preuve. En réduisant éventuellement V, on peut supposer que s{ip{u, v)) G <p(U), pour 
(u, v) G U x V. Il existe alors un élément a(u,v) G U tel que s(ijj(u,v)) = (p(a(u,v)). 
Evidemment a = tp~ l o s o ^ est une submersion, comme expression dans les cartes de la 
submersion s. Enfin <p(a(u, 0)) = s(ip(u, 0)) = ip(u,0) = </?(u), donc <j(u, 0) = «. | 

On peut maintenant donner les développements dans la carte tp de la multiplication 
et de l'inversion de G. Le résultat suivant représente l'analogue de la formule de Baker- 
Campbell-Hausdorff pour les groupoïdes de Lie. 

PROPOSITION 2.4. (%) Pouru, Ul eU etv,w eV on a (^(u,u),^(«i,«;)) G G (2) 
si et seulement si u± =o~(u,v). Dans ce cas le produit est donné par ip(u,v)ip(a(u,v),w) = 
tp(u,p(u,v,w)) où p : U x V x V — > V est une application différentiable qui a un 
développement de la forme p(u, v,w) = v + w + B(u, v, w) + 0%(u, v, w) avec B bilinéaire 
en (v,w) et Os(u,v,w) de l'ordre de \\(v,w)\\ s . 

(ii) Soit (u, v) G U x V tel que ip(u, v)" 1 G ip(U x V). Alors ip(u, v)^ 1 = t/j(a(u, v),w), 
où w vérifie p(u,v,w) = 0. Déplus on a le développement w = —v + B(u,v,v) + Os(u,v), 
avec Os(u,v) de degré d'homogénéité supérieur à 3 en v. 

Preuve, (i) Soit g = tp(u, v ) et h = ip(ui,w). On a s (g) = ip(a(u, v)) et r(h) = <p(ui) ce 

qui montre que (g, h) G si et seulement si u\ = o~(u, v). De plus r(gh) = r(g) = <p(u) 

assure l'existence d'un unique p(u, v, w) G V tel que 

ip(u, v)ifi(a(u, v),w) = tp(u,p(u, v, w)) 

On définit ainsi l'application p : U x V x V ^ V , qui vérifie en particulier p(u, 0,w) = w 

et p(u, v, 0) = v. En effet 

ip(u,p(u,0,w)) = ip(u, Q)ip(a(u, 0), w) = (p(u)ip(u, w ) =ip(u,w) 

ip(u,p(u, v, 0)) = ip(u, v)ip(a(u, v), 0)) = ip(u, v)s(ip(u, v)) = ip(u, v). 

dp dp d^p d^p 

Il s'ensuit que —(u,v,0) = I, ——(u,0,w) = I, —^(u,0,0) = 0, --^(u, 0,0) = 0, et 
ov ow ov 2 ow 2 

dp dp 

par un développement de Taylor p(u,v,w) = p(u, 0, 0) + — — (u, 0,0)v + — — (u,0,0)w + 

dy dw 

B(u, v, w) + Os(u,v,w) = v + w + B(u, v, w) + Os(u, v, w), où B(u, v, w) est pour chaque 
u bilinéaire en (v,w) et Os(u,v,w) est homogène d'un degré supérieur à 3 en v et w. 

(ii) Soit g = ip(u,v). On cherche u\ et w tels que g~ l = ip(ui,w). D'une part 
r(g~ l ) = tp(u\) et s (g) = ip(a(u,v)) impliquent u\ = a(u,v). D'autre part comme 
gg- 1 = r(g), on déduit tp(u,v)ip(a(u,v),w) = ip(u,0), donc p(u,v,w) = 0. Le théorème 
des fonctions implicites assure l'existence d'un / différentiable tel que w = f(u,v). On 
développe 

f(u,v) = f(u,Q) + §£(«,0)« + = fi(u,v)+f 2 (u,v) + ... 

où fk(u,v) est de degré d'homogénéité h en v. On va déterminer fi et fc. Pour cela on 
utilise p(u, v, w) = 0. On a donc 

= p(u, v,w) = v + w + B(u, v, w) + ... 

= v + fi{u,v) + f 2 (u,v) + ... + B(u,v,fi(u,v) + f 2 (u,v) + ...) + ... 
Le terme de degré d'homogénéité 1 dans le développement précédant est v + f±(u,v) 
donc f±(u, v) = —v. On remplace dans l'équation précédente et on trouve = f 2 (u, v) + 
B(u,v, —v) + .... En identifiant le terme de degré 2 on obtient f 2 (u,v) = B(u,v,v). | 

3. Le calcul des fonctions de structure de G 

On se propose de calculer les fonctions de structure de l'algébroïde de Lie G- On 
rappelle que = ~p( e i)(Qj) e ^ les c^-jt sont données par [ej, ej] = Cijkek, où p = Ts est 
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l'ancre de G, {ei, e m } le repère mobile de G défini dans le lemme 2A et qj = prj o ip~ l 
sont les fonctions de coordonnées de G^ ' . On notera par B\,..,B m les coordonnées de 
l'application B: UxVxV^V dans la base {/i, fa, .., f m } de M. m . 

PROPOSITION 3.1. Pour tout u G U , les fonctions de structure de l'algébroïde G 



sont données par a^- ((/?(«)) 



dv, 



(u,0) et Cijk(<p(u)) = B k (u,fi,fj) - B k (u,fj,fi 



Preuve, (i) Le calcul de aij 

On obtient la forme de aij par le calcul suivant 

(Hj{(p(u)) =p-{e i ){q j ){ip{u)) = p(ei{w{u))){qj) = {T ip{u) s)(e i (ip{u)))(q j ) 

dib 

= ei(<p(u))(qj os) = (—(u,0)fi)(pr j o(p~ 1 os) 



d 



(prj o ip 1 o s o ip)(u, 0) 



daj . 



dvi ^ 3 
(ii) Le calcul de Cijk 

1. On explicite d'abord la forme d'une section £ G C°°(G^°\G) dans les cartes de 

G (o) 

et G engendrées par tp. 



D ip(U) 
R n DU 



G v {u) 



U x 



Cette forme est donnée par E(u) = 0~ x oÇo (p(u) = (n, (w, 0) _1 (Ç((/9(n)))). On note 
Ço : U- 



<9t> 



(u,0) 1 (£(^(«))) et on a H(«) = (u,£ («)- 



2. Par le lemme |1 . 1| , on associe à tout Ç G C°°(G(°\G) une section équivariante à 
gauche G C°°{G,TG), définie par $ _1 (0(7) = (^(7)^7)^(^(7)) et le crochet de 

Lie sur C°°(G<- \g) est donné par [Ç,rj\ = $ ([^(O, ®~Hv)] ) ■ 

On note = (V'O -1 ^ _1 (Ç) V' 1 & forme de $ _1 (£) dans les cartes. 



G 



D C7 x y 



n(e) 



r(c/ x v) 



On montre dans cette étape que 



(2) n(0(u, v) = (o, eoM«, u )) + u > «)))) 

Par définition 

$_1 (Ç)(V'(^^)) = (r s (^( UfV ))I/^( U)V ))^(a(^(«,u))) 
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f dé 

= T { L iP(u,v)4>(v(. u , V), •)) Çq(<t(u, V)) 

Mais L^f UtV \tp(a{u,v),w) = é(u, v)é(a{u, v) , w) = é(u,p(u,v,w)), ce qui par dérivation 
conduit à T (L^ u ^ip(a(u, v), •)) = -q^(u,v) — (u,v,0), donc 

(3) Z-HOm^v)) = ^( u ,v)^(u,vMo(a(u,v)) 
Comme p(u, v,w) = v + w + B(u, v, w) + Os(u, v, w) on a 

/ Bi(u,v,fi) B 1 (u,v,f 2 ) ••• Bi(u,v,f m ) 

(4) -^(u,v,0)=I + i : ... : 

\ B m (u,v,f\) B m (u,v,f 2 ) ... B m (u,v,f m ) 
En remplaçant ^| dans ^ on obtient 

(5) S -1 ® v)) = ^{u, v)Ç (tr(u, v)) + ^(u, v)B(u, v, Ç (a(u, v))) 

La formule || résulte comme suit : 

n(0(u,v) = é'{u,v)- 1 {^-\i){é{u,v))) 

= é'(u,v)- l — (u,v) (Ç (<t(u,v)) + B(u,v,Ç (cr(u,v)))) 
= (0, Ç (a(u, v)) + B(u, v, £ (<7(u, v)))) 

3. La formule [2] montre en particulier que Q(ei)(u, v) = (0, /, + B(u, v, fi)). Pour les 
éléments de cette forme le crochet de Lie dans T(U x V) est donné par 



[(0,a{u,v)),(0,b(u,v))} = ^0,Ç (a k (u,v)-^-( 



u,v) - b k {u,v)^-(u,v) 
àv k 



En utilisant la bilinéarité de B on obtient [Î2(e.j), 0(e,-)] (u,v) = 

= ^0, ^2 ( S ik + Bk(u, v, fi))B(u, f k , fj)- ^ ( § jk + B k(u, v, fj))B(u, f k , fi) j 

= (0, B(u, f h fj) + B(u, B(u, v, h),f 3 ) - B(u, fjji) - B(u, B(u, v, fjlfr)) 7 
et en particulier [fi(e»), fi(ej-)] (u, 0) = 

= (0, B(u, f h fj) - B(u, fj, f,) + B(u, B(u, 0, /;), fj) - B(u, B(u, 0, /,•), fi)) 
= (0,B(u,fi,fj)-B(u,fj,fi)). 
On peut ainsi conclure 

[ei,ej] (tp{u)) = [Q-^ei),*- 1 ^)] (é(u, 0)) = é'(u, 0) [Q( ei ) , n( ej )} (u,0) 

= §^( U ' ) ^2 ( B k( u JiJj) ~ B k{u,fj,fi)) fk 
k 

=J2 (B k {u, fi, fj) - B k {u, fj,fi)) e k (tp(u)). 
k 

COROLLAIRE 3.2. Pour toutes sections £,77 G C°°{G^,g) on a 
[Î,V} ( u ) = B(u,Ço(u),rj (u) - B(u,r) (u),Ç (u)) 
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Preuve. On développe £ = ^ej et ry = dans le repère mobile {ei, e m } et 

on s'en sert de la proposition précédente pour remplacer Cijk dans [£,77] = (.iVjCjjkCk- 
Il ne reste qu'à utiliser la bilinéarité de .B. | 

Exemple. Soit G un groupe de Lie d'unité e. Dans ce cas U = {0} et ip : y — > G est 
une carte vérifiant ^(0) = e. On associe à ip la carte = ^'(0) : ]R m — > de l'algèbre 



de Lie. Par la proposition 2A le produit dans G est de la forme \fj(v)i(j(w) = ip(p(v,w)), 
où p : V x F — > V est une application différentiable qui admet un développement de la 
forme p(v, w) = v + w + B(v, w) + 03(1», w) avec i3 bilinéaire et l'inversion est donnée par 
= v + B(v,v) + 03(1;)). Comme cr = on retrouve a^- = et la proposition 
|3.1| montre que les constantes de structure c^-jt de l'algèbre de Lie sont données par 
Cijk = B k (fi, fj) - B k (fj, fi). 

On retrouve ainsi des résultats connus pour les groupes et algèbres de Lie qu'on peut 
trouver par exemple dans [|K|]. 

Exemple. Soit G = M x M, le groupoïde principal transitif associé à la variété M, 
un élément (x,x) G G^ et a : U\ — > M une carte de M telle que a(0) = x. On peut 
prendre la carte tp : U x V — > G, donnée par tp(u,v) = (a(u),a(u + t>)), où £/, V sont 
des voisinages de G R m telles que U £ Ui et U + V £ Ui. La carte de TM engendrée 
par ij) est 9 : U x R m — > Ç, 6(u,v) = (a(u) , a' (u)v) . Dans ce cas a(u,v) = u + v, 
p(u,v,w) = v + w, B(u,v,w) = 0. Pour les fonctions de structure de TM on retrouve 
Q>ij — Oij 6t Cijfc — 0* 
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